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A resposta em frequéncia - Revisdo

A resposta em frequéncia

Sistemas Lineares Invariantes no Tempo SISO

Considere o sistema, representado no diagrama abaixo, sujeito a uma
entrada do tipo
u(t) = Asinwt (1)

u(t) y(t)

— 5 +—-

Figure: Diagrama de exemplo de um sistema em malha fechada.
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L{u(t)} = L{Asinwt} =

Aw

52 + w?

= U(s) )




A resposta em frequéncia - Revisdo

A resposta em frequéncia

Cuja transformada de Laplace é dada por

Aw

LA{u(t)} = L{Asinwt} = o

= U(s) (2)

A transformada de Laplace para a saida y(t) pode ser calculada como

Aw

Y(s) = G(s)U(s) = G(S)m
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A resposta em frequéncia

Expandido Y(s em fragdes parciais e considerado apenas a existéncia de
pdlos reais (por simplicidade)

a a* c1 (6)) Cn
Y(§)=——+——+ + + 4
(5) Stjw S+jw Ss+p1 s+ p2 S+ Pn )
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A resposta em frequéncia

Expandido Y(s em fragdes parciais e considerado apenas a existéncia de
pdlos reais (por simplicidade)

a a* c c c
Ve ———— 4+ —— s —— e (4)
Stjw Ss+jw s+p1 S+tp2 S+ Pn
em que c1, Cp, - - - C, SA0 constantes e a* o conjugado de a, calculados por
. \G(s)Aw G(s)Aw AG(—jw
a= I:(S +Jw) 52(4-)(4)2:| = |:S2(—) .w2:| - — (2 ) (5)
s=—jw J s=—jw J

a*Z[( J)
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A resposta em frequéncia

Expandido Y(s em fragdes parciais e considerado apenas a existéncia de
pdlos reais (por simplicidade)

a a* cl Co Cn

Y(s) = = =F = = + SFocogF
s+jw s+jw s+p1 s+p S+ pn

(7)
A partir destes coeficientes é possivel calcaular a transformada inversa

AG(_'jw)e—jwt AGUw)ejwt+C e p1t+c2e p2t+ +cpe —pnt
2j 2j

(8)
Considerando que os pontos de equilibrio do sistema representado por G(s)
sao estaveis, os pélos pi1, P2, - - pn possuem parte real negativa e as expo-

nenciais referentes a estes pélos tendem a zero quando t — oo

y(t) = -
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A resposta em frequéncia

A resposta em regime se resume a

_AG(_jW) e Wt | AG(jw) e it

t) =
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A resposta em frequéncia

A resposta em regime se resume a

__AG(*J.W) —jwt AG(jw) —jwt
Yoo(t) = o e +72j e 9)
O médulo e a fase de G(jw) (quando s = jw) sdo, respectivamente, de-
notados por [G(jw)| e /G(jw) = ¢(w). Pode-se representar G(jw) =
|G(jw)|e/?@) e G(—jw) = |G(jw)|e?“), o que permite escrever a
Equag&o (9) como

. e(jwr+¢(w)) — ef(jwt‘i’d)(w))

= AlG(jw)|sin(wt + ¢(w)). (10)
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A resposta em frequéncia

A resposta y(t)

Yoo(t) = A|G(jw)] sin(wt + ¢(w))- (11)

o A saida permanente de um sistema LTIl a uma entrada senoidal
consiste em uma sendide de mesma frequéncia da entrada;
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A resposta em frequéncia

A resposta y(t)

Yoo(t) = A|G(jw)] sin(wt + ¢(w))- (11)

o A saida permanente de um sistema LTIl a uma entrada senoidal
consiste em uma sendide de mesma frequéncia da entrada;

o A amplitude da sendide da saida é
Y (w)| = [6(jw)[|U(w)| = AIG(jw);
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A resposta em frequéncia

A resposta y(t)

Yoo(t) = A|G(jw)] sin(wt + ¢(w))-

o A saida permanente de um sistema LTIl a uma entrada senoidal
consiste em uma sendide de mesma frequéncia da entrada;

o A amplitude da sendide da saida é
Y (w)| = [6(jw)[|U(w)| = AIG(jw);
o O angulo de defasagem entre o sinal de entrada e o de saida é

¢(w) = /G(jw)

(11)
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esposta em frequéncia

A resposta y(t)

Yoo(t) = A|G(jw)] sin(wt + ¢(w))- (11)

A saida permanente de um sistema LTIl a uma entrada senoidal
consiste em uma sendide de mesma frequéncia da entrada;

A amplitude da sendide da saida é

Y (w)| = [6(jw)[|U(w)| = AIG(jw);

O angulo de defasagem entre o sinal de entrada e o de saida é
$(w) = /G(w)

Para se obter a resposta de uma entrada senoidal em um sistema
representado por G(s) basta calcular o médulo e a fase do nimero
complexo resultante.
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esposta em frequéncia

A resposta y(t)

Yoo(t) = A|G(jw)] sin(wt + ¢(w))- (11)

A saida permanente de um sistema LTIl a uma entrada senoidal
consiste em uma sendide de mesma frequéncia da entrada;

A amplitude da sendide da saida é

Y (w)| = [6(jw)[|U(w)| = AIG(jw);

O angulo de defasagem entre o sinal de entrada e o de saida é
$(w) = /G(w)

Para se obter a resposta de uma entrada senoidal em um sistema
representado por G(s) basta calcular o médulo e a fase do nimero
complexo resultante.
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Diagrama de Bode - Revisdo

Diagrama de Bode - Revisao

Graficos de Bode
Os graficos que representam o diagrama de Bode mostram a resposta em
frequéncia:

o do médulo de G(jw) versus frequéncia (em escala logaritmica). O
médulo também pode ser escrito em escala logaritmica por meio da
expressdo 20 log |G (jw)|;

o da fase de G(jw) versus frequéncia (em escala logaritmica).
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Diagrama de Bode - Revisao

Vastagem da escala logaritmica

Os gréficos que representam o diagrama de Bode mostram a resposta em
frequéncia:

o permite transformar operagdes de multiplicacdo e divisdes em soma e
subtracao;
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Diagrama de Bode - Revisdo

Diagrama de Bode - Revisao

Vastagem da escala logaritmica
Os gréficos que representam o diagrama de Bode mostram a resposta em
frequéncia:
o permite transformar operacdes de multiplicacdo e divises em soma e
subtracao;
o permite aproximar trechos da resposta em frequéncia por seguimentos
de reta, cujas intersecdes sao associadas aos pdlos e zeros da fungdo
de transferéncia;
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Diagrama de Bode - Revisao

Vastagem da escala logaritmica
Os gréficos que representam o diagrama de Bode mostram a resposta em
frequéncia:
o permite transformar operacdes de multiplicacdo e divises em soma e
subtracao;
o permite aproximar trechos da resposta em frequéncia por seguimentos
de reta, cujas intersecdes sao associadas aos pdlos e zeros da fungdo
de transferéncia;

o permite representar uma maior faixa de frequéncias no mesmo grafico.
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Diagrama de Bode - Revisao

Ganho constante

Considere a funcao de transferéncia representada por

G(jw) = K. (12)
Médulo
|G(jw)| = 20log |K]|. (13))
Fase
Gl = { :|:188: Eii g i 8 (14)
prof. Dr. Eduardo Bento Pereira (UFSJ) Controle II
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Bode Diagram
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Figure: Diagrama de Bode para FT constante.
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Diagrama de Bode - Revisdao = Termos da fungdo de transferéncia

Diagrama de Bode - Revisao

Pdlo na origem

Considere a func3o de transferéncia representada por

1
G(jw) = —. 15
() = = (15)
Médulo
1
|G(jw)| = 20log ’—‘ =20logw™! = —20logw (dB). (16)
Jw
Fase
/G (jw) = —90° (17)
para todo valor de w.
prof. Dr. Eduardo Bento Pereira (UFSJ) Controle Il 12 / 30
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Diagrama de Bode - Revisao

Representacdo logaritmica

Definindo X(w) = logw, pode-

se reescrever o calculo do médulo )
Table: Alguns valores do médulo de

como: Giw)
|G(w)| = —20x(w)  (18) w (rad/s) | [G(jw)] (dB)
_ 0,1 20
O que mostra que o grafico de 1 0
|G(jw)|, em escala logaritmica, é 10 20
uma reta com inclinicio de —20 100 _40

dB/Década, sendo que a reta
passa por 0 dB na frequéncia de
w=1rad/s
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Bode Diagram

Magnitude {dB)
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Phase (deq)

Frequency (rad/s)

Figure: Diagrama de Bode para 1 pélo na origem.
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Diagrama de Bode - Revisao

Zero na origem

Considere a func3o de transferéncia representada por
G(jw) = jw. (19)
Médulo

|G(jw)| = 20log |jw| = 20 logw (dB). (20)

Assim, o grafico do médulo de um zero na origem é uma reta de inclinacao
de 20 dB com origem em w =1 rad/s

Fase

/G(jw) = 90° (21)

para todo valor de w.
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Bode Diagram
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Figure: Diagrama de Bode para 1 zero na origem.
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Diagrama de Bode - Revisao

Termos da fungdo de transferéncia

Pélo real fora da origem

Considere a func3o de transferéncia representada por

1
G(s) = . 22
(s) Ts+1 (22)
O médulo de G(jw) 20 Iog)JwTH’ = 20logljwT+17' =
—20log |jw T + 1|
wT (rad) | |G(w)] (dB) | Gw) (0°)
<<1 —20log |1| =0 =0
>>1 —20log |jwT| =~ 90
_ 1 ; _ —
w=% | —20log|j+1] = —20logVv2=—

—arctan(—1) = —45

prof. Dr. Eduardo Bento Pereira (UFSJ) Controle Il
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Bode Diagram
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Figure: Diagrama de Bode para 1 pdlo real fora da origem.
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Diagrama de Bode - Revisdo

Termos da fungdo de transferéncia
Diagrama de Bode - Revisao

Zero real fora da origem

Considere a func3o de transferéncia representada por

G(s)=Ts+1.

(23)
O médulo de G(jw) = 20log |[jw T + 1.
wT (rad) | |G(w)| (dB) | /G(w) (0°)
<<1 —20log|1| =0 =0
>>1 —20log |jwT| =~ 90
w= % —20log|j 4+ 1| = —20log /2 = —3 | —arctan(—1) = 45
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Bode Diagram
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Figure: Diagrama de Bode para 1 zero real fora da origem.
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Diagrama de Bode - Revisao

Pdlos complexos conjugados

Considere a func3o de transferéncia representada por

G(s) = n

s2 + 2Cwps + w2’

em 0 < ¢ < 1. O médulo de G(jw) = 20log

—20log ‘1 . (;j) 4 j%e

Jjw
wWn

1

) T+ 4

(24)
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Diagrama de Bode - Revisdao = Termos da fungdo de transferéncia

Diagrama de Bode - Revisao

Pdlos complexos conjugados

Considere a func3o de transferéncia representada por

G(s) = n

s2 + 2Cwps + w2’

em 0 < ¢ < 1. O médulo de G(jw) = 20log

—20log ’1 . (;j) 4 j%e

Para baixas frequéncias (w << wp)

|G(jw)| = —20log |1| = 0(dB).

prof. Dr. Eduardo Bento Pereira (UFSJ) Controle Il
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Termos da fungdo de transferéncia

Para altas frequéncias (w >> wy)

(&)

|G(jw)| = —20log

~ _40log ( ) (dB).

prof. Dr. Eduardo Bento Pereira (UFSJ)
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Diagrama de Bode - Revisao

Para altas frequéncias (w >> wy)
2
|G(jw)| = —20log |— (%) =~ —40log ( > (dB). (26)
Para w = w,
|G(jw)| = —20log j2¢| = ~20l0g(2C)(dB). (27)
prof. Dr. Eduardo Bento Pereira (UFSJ) Controle Il 22 /30
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Diagrama de Bode - Revisao

A fase para s = jw é calculado por

26w
/G(jw) = —arctan | —— | . (28)
- ()
wT (rad) | |G(jw)| ) | /G(jw) (0
w << wp —20Iog|1\20 =0
>>1 | —40log (g) ~ _180
w=uwp | —20log(2¢) = -90
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Diagrama de Bode - Revisao

A frequéncia de ressonancia (w;)

[ ! _ ! (29)

.\ 2 :
@)+l -8+ ()
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Diagrama de Bode - Revisao

Termos da fungdo de transferéncia

A frequéncia de ressonancia (w;)
. 1 1
60)| = || = (29)
jw jw
(&) ] -5+ ()
A ressonancia ocorre quando w, = wpy/1 —2¢%Z para 0 < ¢ < i
prof. Dr. Eduardo Bento Pereira (UFSJ) Controle Il 24 / 30
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Diagrama de Bode - Revisao

A frequéncia de ressonancia (w;)

1 1

60| = | g = (29)
Jw Jw
(&) ] -5+ ()
A ressonancia ocorre quando w, = wpy/1 —2¢%Z para 0 < ¢ < i O valor
do ganho na frequéncia de ressonancia é dado por
M, = 16wl = ——A— (30)
= w = —
r r 2C 1 — C2
para 0 < ¢ < f
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Diagrama de Bode - Revisdao = Termos da fungdo de transferéncia

Diagrama de Bode - Revisao

A frequéncia de ressonancia (w;)

O pico de ressonancia depende do coeficiente de amortecimento (. Na
pratica, o coeficiente de amortecimento com valores 0,4 < { < 0,7 provo-
cam respostas transitérias aceitdveis correspondendo a picos de ressonancia
com valores 0dB < M, < 3dB.
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Bode Diagram

Magnitude (dB)

Phase (deg)

Frequency (rad/s)

Figure: Diagrama de Bode para 2 pdlos complexos conjugados.
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Zeros complexos conjugados

Considere a func3o de transferéncia representada por

2 2
2
G(S) _ sc+ C:;J;S-l-wn.
n

G(jw) = Uenl om0 médulo de G(juw) &

n

|G(jw)| = 201log

e a fase:

2¢w
/G(jw) = Yn

2
2
1—<“> 42
Wn Wn

(31)

(32)

(33)
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Bode Diagram
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Figure: Diagrama de Bode para 2 zeros complexos conjugados.
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Diagrama de Bode - Revisao

Diagrama de Bode

O pico de ressonficia depende do coeficiente de amortecimento ¢. Na
pratica, o coeficiente de amortecimento com valores 0,4 < ( < 0,7 provo-
cam respostas transitérias aceitdveis correspondendo a picos de ressonicia
com valores 0dB < M, < 3dB.
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